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ТЕМА : СТАТИЧНО ВИЗНАЧУВАНІ ПРОСТОРОВІ ФЕРМИ 

Короткі теоретичні відомості 

Складовими просторових розрахункових моделей (систем тіл), як і плоских, 

є диски (тіла), вузли (диски нульових розмірів) та в’язі, які перешкоджають 

взаємним переміщенням дисків та вузлів. Кількість в’язей та їх розташування 

визначають кінематичні властивості моделі, яка може бути геометрично 

незмінюваною, змінюваною або миттєво змінюваною. Геометрично 

незмінювані системи, котрі мають мінімально необхідний для їх створення 

набір в’язей, є статично визначуваними, а перенасичені в’язями системи - 

статично невизначуваними. При недостатній кількості в’язей утворена система 

тіл є механізмом (змінюваною системою). 

У просторі диск (окреме тіло, яке може міняти свою геометрію лише при 

навантаженні, або система тіл, достатньо розкріплених в’язями) має шість 

ступенів вільності, тобто його положення в просторовій системі координат 

визначають шість незалежних параметрів, наприклад: три лінійні і три кутові 

координати. Тому, щоб унеможливити взаємні переміщення двох вільних 

дисків, потрібно в’язями усунути між ними шість ступенів змінюваності, 

створивши при цьому складений диск. Під ступенем змінюваності системи двох 

дисків слід розуміти кількість незалежних координат, які визначають 

положення одного диска по відношенню до іншого (тобто переміщення одного 

диску в системі координат, пов’язаній з іншим диском). Положення вузла в 

просторі визначають три незалежні координати (лінійні), тому для приєднання 

одного вузла до диску достатньо усунути в’язями три ступеня вільності. 

Найпростішою в’яззю в просторових моделях є стержень з двома кульовими 

шарнірами на кінцях - просторова кінематична в’язь. Як і раніше, в’язь 

ідеалізується: вважатимемо стержень абсолютно жорстким і нехтуватимемо 

тертям в шарнірах. Всі інші в’язі можуть бути представленими сукупністю 

декількох певним чином розміщених кінематичних в’язей. Найбільш вживані 

в’язі, їх схеми, кінематичні та статичні характеристики приведені в таблиці 4.1. 

При цьому слід зауважити, що кінематичні властивості в’язей визначатимуться 



нескінченно малими переміщеннями, які вони дозволятимуть, а статичні - 

реактивними силами взаємодії дисків (реакції), які можуть виникнути у в’язях 

при навантаженні дисків. 

Таблиця 4.1 
 
 



 



 
 

 

Крім в’язей, охарактеризованих в таблиці, для створення розрахункових 

моделей споруд можуть використовуватись інші поєднання дисків, які 

найповніше зберігають кінематичні властивості реальних поєднань. Моделі 

нових в’язей можна створити, добавивши до приведених в таблиці додаткові 

стержні. Слід зазначити, що для кожної в’язі кількість невідомих реактивних 

величин співпадає з числом вільностей, які ця в’язь унеможливлює. 

На кількісному етапі кінематичного аналізу досліджується співвідношення 

між кількістю ступенів вільності системи окремих об’єктів (простих дисків та 

вузлів) та ступенів вільностей, які знімають в’язі, що поєднують об’єкти 

 
Г = СД - СВ - 6, (4.1) 

 

де Г - ступінь геометричної змінюваності системи, яка відрізняється від 



ступеня вільності цієї системи на 6 (останній доданок у формулі); сД  =6Д + 3В - 

ступінь вільності Д (разом із диском «земля») не поєднаних дисків та В вузлів, з 

яких складається система; СВ - сумарна кількість ступенів вільностей, яку 

знімають в’язі. Для систем, в яких використовуються лише ті в’язі, що приведені 

в таблиці 4.1, ця величина шукаємо за формулою 

 
СВ = 6 П + 3 ЛП + 3 ПП + 3 Ш + 2 ПК + 2 ЛК +1 К, (4.2) 

де літери - кількість в’язей (згідно позначень в першому стовпчику таблиці) в 

системі, а числа - ступені вільності, які знімає відповідна в’язь. Якщо в’язь 

одночасно поєднує декілька дисків, то вона кратна, де кількість простих в’язей 

на одиницю менша кількості дисків, які вона поєднує. Права частина цієї 

формули може бути доповненою новими доданками, створеними для інших 

в’язей. 

Як і для плоских систем, розрахункова модель є статично визначуваною, якщо 

Г = 0. При Г < 0 система буде статично невизначуваною (в’язей більше 

мінімально необхідної кількості), якщо ж Г > 0 - то система геометрично 

змінювана. При Г < 0 перед дослідженням напружено- деформованого стану 

системи необхідно проводити якісний етап кінематичного аналізу, щоб впе- 

внитись в її геометричній незмінюваності. 

Просторовими фермами називаються геометрично незмінювані системи, 

утворені із прямолінійних стержнів, які не належать одній площині і 

поєднані між собою шарнірними вузлами. Навантаження на таку 

розрахункову схему моделюється зосередженими силами, які при-кладені до 

вузлів. Такі ферми на стадії кінематичного аналізу можна розглядати, як 

систему вузлів, поєднаних кінематичними в’язями. 

Просторові ферми створюються чотирма основними способами. 

Перший спосіб - за допомогою тріад, аналогічний побудові плоских ферм 

способом діад. На першому кроці створюється плоска система трьох стержнів, 

які поєднуються шарнірними вузлами. Наступні кроки полягають у приєднанні 

до раніше створеного складеного диску вузла за допомогою трьох стержнів, які 

не належать одній площині. Утворена таким чином ферма на останньому кроці 



приєднується до диску «земля» за допомогою в’язей, які знімають шість 

ступенів вільності. Особливості такого поєднання будуть розглянуті далі. 

Другий спосіб полягає у поєднанні двох раніше побудованих дисків 

(просторових або плоских частин ферми) за допомогою шести кінематичних 

в’язей, які знімають шість ступенів вільності одного диску по відношенню до 

іншого, утворюючи один складений диск. 

Третій спосіб - спосіб заміни стержнів, полягає в тім, що в раніше створеній 

геометрично не-змінюваній фермі знімається стержень (перетворюючи ферму 

на геометрично змінюваний механізм) і ним поєднуються інші вузли, відстань 

між якими в механізмі могла змінюватись. Ново-утворена ферма також буде 

геометрично незмінюваною. 

Четвертий спосіб - спосіб збирання просторової шарнірно-стержневої системи 

із плоских ферм шляхом поєднання їх окремих стержнів та вузлів (такі ферми 

називають сітчаними). Доведено, що випукла сітчана ферма, зібрана із плоских 

геометрично незмінюваних ферм, також є геометрично незмінюваною. 

Для забезпечення незмінюваності геометрії системи двох просторових дисків 

або системи диск-«земля», поєднаних за допомогою шести кінематичних в’язей 

(чи набором інших в’язей, еквівалентним шести стержням) необхідно уникати 

неправильного розташування стержнів, при якому система буде геометрично 

або миттєво змінюваною. 

Першою ознакою змінюваності системи є перетин осей всіх шести 

кінематичних в’язей однією прямою, яка буде віссю миттєвого або скінченного 

взаємного повороту одного диску відносно іншого. Частковими випадками 

такого розміщення стержнів можуть вважатись: 

1. Належність шести стержнів в будь-якому наборі до двох площин, лінія 

перетину яких є віссю взаємного повороту дисків (якщо ці площини паралельні, 

то диски матимуть можливість не повертатись, а нескінченно або скінченно 

зміщуватись перпендикулярно цим площинам); 

2. Перетин осей стержнів в будь-якій комбінації в двох точках, через яку 

буде проходити вісь взаємного повороту дисків. 



Другою ознакою змінюваності системи є перетин осей чотирьох або більше 

стержнів в одній точці, які зможуть зняти лише дві (якщо стержні належать 

одній площині) або три ступеня змінюваності. Решта стержнів зніме не більше 

двох ступенів вільності, тому такий набір шести в’язей не буде спроможним 

забезпечити геометричну незмінюваність системи. Паралельні стержні можна 

вважати такими, що перетинаються в нескінченності, тому вони також 

підлягають під це правило. 

Третім випадком не забезпечення незмінюваності системи є наявність серед 

шести кінематичних в’язей трьох, осі яких належать одній площині і 

перетинаються в одній точці. Такі три стержні знімають лише два ступеня 

вільності, а інші три стержня при будь-якому розташуванні будуть не в змозі 

зняти решту чотири ступеня вільності. 

Для кожного із зазначених способів утворення просторової ферми існують свої 

алгоритми визначення реактивних сил. 

3. Зусилля в стержнях, котрі утворюють тріаду, легко визначити із умови 

рівноваги збіжної системи сил: рівність нулю головного вектору, який діє на 

вузол. Це векторне рівняння трансформується в три скалярних рівняння 

рівності нулю сум проекцій всіх сил, що діють на вузол, на три осі координат, 

які не паралельні між собою. Такий алгоритм носить назву способу вирізання 

вузлів. 

4. У шести стержнях, які поєднують два диски, внутрішні зусилля 

визначаються із умов рівно-ваги довільної системи сил, які діють на один із 

дисків: рівність нулю головного вектору і головного моменту системи, котрі 

шляхом проектування на координатні осі утворюють шість скаляр-них рівнянь: 

три рівняння рівності нулю сум проекцій всіх сил на три непаралельні осі і три 

рівняння рівності нулю сум моментів усіх сил стосовно трьох осей. Такі дії 

мають місце при реалізації способу наскрізних перерізів поверхнями. 

5. При утворенні системи способом заміни стержнів потрібно використати 

однойменний спосіб пошуку внутрішніх зусиль в стержнях-в’язях, який полягає 

в перестановці одного чи декількох стержнів ферми, не порушуючи її 

геометричну незмінюваність, в зручне (для пошуку зусиль в усіх стержнях 



системи відомими способами) місце і визначенні величини двох протилежних 

зовнішніх сил, які діють на відповідні вузли по напряму старого положення 

стержня, при якій у ново поставленому стержні зусилля дорівнюватиме нулю. 

6. Якщо просторова ферма є зібраною із плоских геометрично 

незмінюваних ферм, то її розрахунок проводиться за методом розкладання 

просторових шарнірно-стержневих систем на плоскі. 


