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28.01.2021 

Група М-1 

Вища математика 

Урок 43-44 

Тема: Елементарні функції. Границя послідовності. 

Мета: 

Навчальна – розглянути і ознайомити з поняттями «послідовність», «границя»; 

навчити застосовувати ці поняття разом з перетвореннями елементарних функцій. 

Розвивальна – розвинути уважність до математичних позначень, пам'ять 

Виховна – виховати інтерес до математики. 

 

Матеріали до уроку: 

Поняття числової послідовності, її границя. 
Поняття послідовності. 

Якщо задана закономірність, згідно з якою кожному натуральному числу 1, 2, 3,…, 

відповідає деяке дійсне число, то говорять, що задана послідовність. 

Послідовність можна розглядати як функцію, областю визначення якої є множина 

натуральних чисел. Послідовність визначається формулою, тобто законом, згідно з яким 

установлюється спосіб відповідності заданих чисел послідовним натуральним числам. 

Послідовність із загальним членом n
a  позначається  

n
a  або просто n

a . 

Границя послідовності 

Означення. Число а називається границею послідовності  
n

a , якщо для кожного як завгодно 

малого додатного числа 0  знайдеться таке натуральне число N , що при всіх Nn   виконується 

нерівність: − aa
n

. 

Той факт, що число а є границею послідовності  
n

a  записується у вигляді:  

aa
n

n
=

→
lim  , або aa

n
→ , якщо →n . 

Зауважимо, що нерівність  − aa
n

 рівносильна нерівностям: 

 −− aa
n , або  +− aaa

n . 

Це означає, що число n
a належить інтервалу  +− aa ;( ). Такий інтервал називається  - 

околом точки а. 

Означення границі послідовності можна перефразувати наступним чином, надавши йому 

геометричну наочність: число а називається границею послідовності  
n

a , якщо в будь-який   - 

окіл числа а попадуть всі члени послідовності, починаючи з деякого номера, яким би вузьким цей 

окіл не був. Поза  - околом може бути скінченне число членів даної послідовності. 

Дійсно,  якщо aa
n
→  при →n , то для будь-якого 0  знайдеться таке число N, що всі 

члени послідовності з номерами Nn   знаходиться в  -околі числа а, поза цим околом можуть 

знаходитьсь тільки перших N членів послідовності. 

Послідовність  
n

a  називається монотонно зростаючою (спадною), якщо )(
11 nnnn

aaaa 
++ . 

Послідовність  
n

a  називається обмеженою зверху, якщо існує число m, таке, що при всіх 

n=1,2,3,…. Виконується нерівність ma
n
 . 

Послідовність n
a  називається обмеженою знизу, якщо існує число m, таке, що при всіх 

n=1,2,3,…. Виконується нерівність ma
n
 . 

Послідовність n
x  не обмежена зверху або знизу, називається необмеженою. 

Послідовність, що має границю, називається збіжною, а яка не має границі, називається 

розбіжною. 
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Властивості збіжних послідовностей 

1. Границя сталої дорівнює цій сталій. 

2. Якщо послідовність  
n

x  має границю, то ця границя єдина. 

3. Послідовність, яка має границю, є обмеженою. 

4. Нехай bax

n

n
=

→

lim . Тоді знайдеться число N, таке, що при будь-якому 

Nn   справджуватиметься нерівність bx
n
 . 

5. Нехай ax
n

n
=

→

lim . Якщо послідовність n
x  при всіх n задовольняє нерівність  

bx
n
 , то ba  . 

6. Про «охоплену» послідовність або теорема «про двох міліціонерів». 

Нехай виконується нерівність nnn
yux  . Якщо послідовність  

n
x  і  

n
y  збіжні, 

причому ax
n

n
=

→

lim , і ay
n

n
=

→

lim , то послідовність n
u  також буде збіжною і au

n
n
=

→

lim . 

7. Будь-яка монотонна обмежена послідовність має границю (теорема Больцано-

Вейєрштрасса). 

 

Нескінченно малі та нескінченно великі послідовності 

Послідовність  
n

x  називається нескінченно малою, якщо 0lim =
→n

n
x . 

Послідовність  
n

x  називається нескінченно великою, якщо =
→n

n
xlim . 

Сума скінченого числа нескінченно малих послідовностей є нескінченно мала 

послідовність. 

Добуток нескінченно малої послідовності і обмеженої є нескінченно мала послідовність. 

Якщо  
n

x  нескінченно мала послідовність і 0
n

x , то послідовність 
n

n
x

y
1

=  є 

нескінченно великою. Якщо  
n

y  нескінченно велика послідовність, то послідовність 
n

n
y

x
1

=  є 

нескінченно малою послідовністю. 

 

Основні теореми про границі послідовності 

Для того, щоб послідовність  
n

x  мала границю а, необхідно і достатньо, щоб 
nn

ax += , 

де 
n

  - нескінченно мала послідовність. 

Якщо послідовності  
n

x  і  
n

y  збіжні, причому ax
n

n
=

→

lim , і by
n

n
=

→

lim , то: 

1) bayxyx
n

n
n

n
nn

n
==

→→→
limlim)(lim ; 

2) ;limlim caxccx
n

n
n

n
==

→→
 

3) bayxyx
n

n
n

n
nn

n
==

→→→
limlim)(lim ; 

4) 
b

a

y

x

y

x

n
n

n
n

n

n

n
==














→

→

→ lim

lim
lim , якщо 0b  

 

Приклад. Довести, що послідовність ,...
)1(

1,...,
4

5
,

3

2
,

2

3
,0 












 −
+

n

n

 має 1lim =
→

n
n

a . 

Розв’язання. Нехай, наприклад, 1,0= . Тоді нерівність 1,01 −
n

a  або 

−
−

+ 1)
)1(

1(
n

n

. Тобто 
n

1
 виконується при 10n . Аналогічно для 

01,0101,0 −=
n

a  при 100n . 
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Для кожного 0  нерівність −1
n

a   або 
n

1
 виконується при 



1
n . 

Отже, при будь-якому  0  існує такий номер 


1
=N  (або рівний цілій частині 



1
), що 

для всіх Nn   (при  1,0=  для 10n , при 01,0= для 100n  і т. д.) виконується нерівність 

−1
n

a , а це означає, що 1lim =
→

n
n

a . 

Приклад. Довести, що послідовність з загальним членом 
12

4

+
=

n

n
x

n
 має границю, рівну 

2. 

Розв’язок. Виберемо довільно додатне число   і покажемо, що для нього можна 

підібрати таке число N, що для всіх значень номера n більшого цього числа N, буде 

виконуватися нерівність: 

−
+

2
12

4

n

n
. 

Перетворимо вираз 

12

2

12

2

12

244
2

12

4

+
=

+

−
=

+

−−
=−

+ nnn

nn

n

n
. 

Одержуємо 
+ 12

2

n
. Звідси слідує, що 



1

2

12


+n
, 

2

11
−


n . 

Таким чином, якщо номер n більше, ніж 
2

11
−


, то нерівність  

−
+

2
12

4

n

n
. 

Нехай 005,0= , 199
2

1
200

2

1

005,0

1
=−=− Nn . 

Отже, для всіх номерів більших, ніж 199 при 005,0= , буде виконуватися нерівність 

−
+

2
12

4

n

n
. Починаючи з 200 члену всі члени послідовності будуть знаходитись в інтервалі 

(1,995;2,005). 

Таким чином, 2
12

4
lim =

+→ n

n

n
. 

 

Домашнє завдання: 

Користуючись визначенням границі послідовності, довести, що: 

а) 
2

1

12

1
lim =

+

−

→ n

n

n
   б) 

2

1

12
lim =

−→ n

n

n
 

в) 
2

5

12

5
lim =

+→ n

n

n
   г) 1

2

12
lim =

−

→ n

n

n
 

 

 

Зворотній зв'язок: 

E-mail: vitasergiivna1992@gmail.com 
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