
УРОКИ 12-13 Опір матеріалів 

ТЕОРІЇ МІЦНОСТІ ОЦІНКА МІЦНОСТІ ПРИ СКЛАДНОМУ 

НАПРУЖЕНОМУ СТАНІ. ОСНОВНІ ГІПОТЕЗИ МІЦНОСТІ 

  

 

При лінійному напруженому стані, коли діє тільки одне головне 

напруження (при розтяганні) або (при стисканні), умова міцності записується у 

вигляді 

 1  р або 3  с 

де р і с  допустимі напруження відповідно при розтяганні і при 

стисканні, які встановлюються залежно від величини граничного напруження 

для даного матеріалу. 

Граничне напруження (границя текучості для пластичних матеріалів або 

границя міцності для крихких) у цьому випадку легко може бути знайдене 

експериментально в дослідах на розтягання або стискання. 

Значно складніше оцінити міцність при складному напруженому стані. 

Настання небезпечного стану в цьому випадку залежить не тільки від 

абсолютних величин головних напружень, а також від їх співвідношень. Для 

оцінки міцності при складному напруженому стані лабораторним шляхом 

потрібно виконати дуже багато складних випробувань зразків з метою 

реалізації різних величин і співвідношень головних напружень, що практично 

здійснити не можливо. 

Щоб можна було судити про міцність при складному напруженому стані, 

треба знати істинні причини руйнування матеріалу. Ці теорії дають можливість 

скласти умови міцності при складному напруженому стані, виходячи з даних 

про міцність матеріалу, одержаних з випробувань на просте розтягання або 

стискання. 

Напружені стани при складному напруженому стані і при одноосному 

розтяганні називатимемо рівнобезпечними або еквівалентними, якщо при 

пропорційному збільшенні головних напружень в одне і теж число разів вони 

одночасно стають граничними. Інакше кажучи, коефіцієнти запасу міцності для 

еквівалентних напружених станів однакові. 

Еквівалентним напруженням називають таке умовне напруження 

одноосного розтягування, яке рівнобезпечне заданому випадку складного 

напруженого стану. 

Відповідно до гіпотез міцності виводять формули для розрахунку 

еквівалентного напруження, яке потім порівнюють з допустимим напруженням 

на розтягання. Таким чином умова міцності матиме вигляд 

екв  р (4.1) 

 



 

ОСНОВНІ ГІПОТЕЗИ МІЦНОСТІ 

Теорія найбільших нормальних напружень (перша теорія міцності). В 

основі цієї теорії лежить припущення, що причиною руйнування матеріалу є 

найбільші нормальні напруження. За цією теорією складний і простий 

напружений стани є рівнобезпечними, якщо найбільші за абсолютною 

величиною головні напруження у них однакові. 

Для матеріалів, які не однаково чинять опір розтяганню і стисканню 

умови міцності такі: 

(4.2) 

де р і с  допустимі напруження відповідно при розтяганні і при 

стисканні. 

Перша теорія підтверджується дослідами над невеликою кількістю видів 

напруженого стану крихких матеріалів. Зараз вона майже не застосовується 

Теорія найбільших лінійних деформацій (друга теорія міцності). В основі 

цієї теорії лежить припущення, що міцність матеріалу при будь-якому 

напруженому стані визначається величиною максимальних відносних 

деформацій. За цією теорією складний і простий напружений стани є 

рівнобезпечними, якщо найбільші відносні лінійні деформації у них однакові. 

Позначимо максимальну відносну деформацію при складному 

напруженому стані , а при простому через . Тоді умова міцності 

запишеться у вигляді 

 (4.3) 

Використовуючи (3.11) і (2.8) отримаємо 

(4.4) 

Хоча теорія найбільших деформацій і враховує всі три головні 

напруження, для пластичних матеріалів вона на практиці не підтверджується. 

Для крихких матеріалів тільки при 1  0 і 3  0 і , якщо при цьому 1  3 

(за абсолютною величиною), ця теорія наближено узгоджується з даними 

дослідів. 

Першу і другу теорію практично не застосовують. 

Теорія найбільших дотичних напружень (третя теорія міцності). В основі 

цієї теорії лежить припущення, що причиною руйнування матеріалу є дотичні 

напруження. Отже, граничний стан матеріалу настане тоді, коли максимальне 

дотичне напруження досягне значення, при якому з'являються пластичні 

деформації або руйнування цього матеріалу при простому розтяганні або 

стисканні. Таким чином, за цією теорією простий і складний напружені стани є 

рівнобезпечними, якщо їх максимальні дотичні напруження дорівнюють одне 

одному. 



Позначимо максимальні дотичні напруження при простому і складному 

напружених станах відповідно через і . Тоді умова рівнобезпечності, 

згідно з розглядуваною теорією виразиться рівністю 

= (4.5) 

При одноосному розтяганні max = 1, а 2 = 3 = 0, а тому згідно з (3.8) 

максимальне дотичне напруження 

(4.6) 

При об'ємному напруженому стані 

(4.7) 

Якщо позначити допустиме напруження при простому напруженому стані 

, то умова міцності при складному напруженому стані виразиться формулою 

(4.8) 

Недоліком цієї теорії є те, що вона не враховує впливу проміжного 

головного напруження . 

Ця теорія досить добре узгоджується з даними дослідів для пластичних 

матеріалів, для яких допустимі напруження на розтягання і стискання можуть 

бути взяті однаковими. 

Енергетична теорія міцності (четверта). 

Ця теорія грунтується на припущенні, що вирішальним фактором 

міцності є величина потенціальної енергії пружної деформації зміни форми, яка 

накопичується в одиниці об'єму. Згідно з енергетичною теорією складний і 

простий напружений стани є рівнобезпечними, якщо їх питомі потенціальні 

енергії, пов'язані із змінами форми при деформації, дорівнюють одна одній. 

Згідно з цією теорією 

(4.9) 

Енергетична теорія добре узгоджується з даними дослідів для пластичних 

матеріалів і набула великого поширення в інженерній практиці. 

ТЕОРІЯ МОРА. 

На основі експериментальних досліджень міцності при різних 

напружених станах для матеріалів, які по різному чинять опір розтяганню і 

стисканню, Мор одержав для таких матеріалів граничні криві. На основі аналізу 

цих кривих він одержав вираз для еквівалентного напруження. Умова міцності 

в даному випадку має вигляд: 

(4.10) 



де р і с  допустимі напруження відповідно при розтяганні і при 

стисканні. 

Теорія Мора тотожна з третьою теорією міцності.  

Умовою (4.10) користуються для розрахунку міцності при складному 

напруженому стані матеріалів, які мають різні граничні напруження при 

розтяганні і стисканні. 

КРИТЕРІЇ РУЙНУВАННЯ 

В класичних теоріях міцності, в якості критерію руйнування використані 

обмеження, які накладаються на деформації; в цьому випадку в просторі 

головних деформацій є деяка поверхня, яка обмежує область безпечних станів. 

В подальшому ці уявлення практично не використовувались. Але останнім 

часом ідеї розвитку деформаційних критеріїв руйнування виявились плідними. 

В області великих пластичних деформацій інтенсивність дотичних 

напружень збільшується незначно, а руйнування може настати в будь-який 

момент, який залежить від виду напруженого стану і рівня гідростатичного 

тиску. Наприклад, при розтяганні на фоні гідростатичного тиску граничні 

деформації ростуть суттєво, а напруження руйнування збільшується незначно. 

Дотичні напруження, які викликають пластичну деформацію, призводять 

до збільшення дефектів кристалічної гратки. Нормальні розтягувальні 

напруження прискорюють процес руйнування, стискувальні або гідростатичний 

тиск уповільнюють процес руйнування. 

Як уже відмічалось в якості міри пластичності в області великих 

пластичних деформацій доцільно використовувати міру деформацій  параметр 

Одквіста, накопичену на всіх етапах деформування інтенсивність деформацій в 

момент руйнування, яку називають граничною деформацією: 

(4.11) 

Із класичних теорій міцності, сформульованих в просторі напружень, 

найбільш доцільно використовувати для оцінки в'язкого руйнування критерій 

Шляхтера-Надаі, згідно з яким інтенсивність дотичних напружень при 

руйнуванні є визначена для даного матеріалу функція гідростатичного тиску 

 

(4.12) 

При отримуємо умову пластичності Мізеса. 

Критерій () враховує двоякий характер руйнування, оскільки одночасно 

розглядаються дотичні і нормальні напруження. В цьому відношенні підхід 

Давиденкова-Фрідмана також враховує двоякий характер руйнування і 

наявність у матеріалу двох характеристик граничної міцності  опору відриву 

та опору зсуву . 



Якщо виходити із гіпотези про єдину криву текучості в координатах и 

еи , то із умови (4.12) випливає, що гранична деформація ер  це деяка, 

визначена для кожного матеріалу, але єдина для різних напружених станів та 

історій деформування функція відносного гідростатичного тиску .  

ГЕОМЕТРИЧНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ ПЕРЕРІЗІВ 

Опір стержня різним видам деформації залежить не тільки від його матеріалу і 

площі поперечного перерізу, а і від форми поперечного перерізу, і його 

розміщення по відношенню до діючих навантажень. Досі вивчалися 

деформації, у яких напруження залежали тільки від площі поперечного 

перерізу. Для вивчення деформацій згину і кручення потрібно знати й інші, 

більш складні геометричні характеристики плоских перерізів 

Статичний момент площі. Центр ваги перерізу 

Статичним моментом Sz або Sy площі перерізу відносно осі z або y, які лежать у 

площині перерізу, називаються інтеграли виду  

(6.1) 

 

де z та y  відстані від центра 

елементарної площадки до осей Oz та 

Oy . 

У більшості практичних (інженерних) 

задач можна інтегрування замінити 

сумою, розділивши переріз на 

частини, площі і положення центрів 

ваги яких відомі, наприклад, переріз 

на рис. 6.2 можна розділити на окремі 

прямокутники. Тоді замість (6.1) 

можна записати 

(6.2)   де n  кількість окремих частин перерізу, 

Аi  площа частини перерізу, zi , yi  відстані від центра ваги цієї площі до осей 

Oz та Oy. 

Положення центра ваги перерізу C відносно будь-яких осей z та y (рисунки 6.1 і 

6.2) визначається формулами 

, (6.3)  

де А площа перерізу, 

Sz та Sy  статичні моменти площі перерізу відносно осей z та y. 

Статичний момент площі може бути величиною додатною, від’ємною і 

дорівнювати нулю. Статичний момент відносно осі, яка проходить через центр 

ваги фігури (центральної осі) дорівнює нулю 



 
МОМЕНТИ ІНЕРЦІЇ ПЕРЕРІЗУ 

Осьовими моментами інерції Iz та Iy перерізу відносно будь-яких осей z та y, що 

лежать у площині перерізу (рисунок 6.1) називають інтеграли виду  

, (6.4) 

де y та z  відстані від елементарної площадки А до осей Oz та Oy. 

Відцентровим моментом інерції Izy перерізу відносно осей Oz та Oy, які лежать 

у площині перерізу, називається інтеграл виду 

. (6.5) 

Інтеграл від добутків елементарних площадок на квадрати їх відстаней до даної 

точки (полюса) O (рисунок 6.1) називається полярним моментом інерції  

(6.6) 

Осьові і полярний моменти інерції завжди додатні, відцентровий момент інерції 

може бути додатним, від’ємним і рівним нулю. 

Якщо полюс О збігається з початком координатних осей z, y, то 

Ip=Iz+Iy (6.7) 

Із (6.7) випливає, що при повороті осей координат сума осьових моментів 

інерції залишається незмінною.  

 
За формулами (6.4  6.6) легко підрахувати моменти інерції для перерізів, які 

часто зустрічаються на практиці. Наприклад, для прямокутника (рисунок 6.3)  

. (6.8) 

для круга 

. (6.9) 

для трикутника відносно центральної осі паралельної основі 



(6.10) 

Полярний момент інерції круга відносно полюса, розміщеного в центрі ваги 

. (6.11) 

Формули переходу до паралельних або повернутих осей 

Нехай система координат zCyC проходить через центр ваги C перерізу (рисунок 

6.4), а друга система yz, що має початок у точці O, паралельна їй. Відстані між 

осями цих систем позначимо через a і b. Якщо відомі моменти інерції площі А 

відносно центральних осей zC і yC  , то відносно осейz , y, 

паралельних центральним осям (рисунок 6.4) 

 

 

(6.12) 

При повороті координатних осей на кут  (рисунок 6.5) залежність між 

моментами інерції така: 

(6.13) 

. (6.14) 

Кут  при повороті осей проти стрілки годинника. 

Момент інерції складної фігури (рисунок 6.2) дорівнює сумі моментів інерції 

простих фігур 

(6.15) 

де n  кількість окремих частин перерізу, 

момент інерції і-тої частини відносно довільно вибраних осей z, y. 

Тобто, для кожної частини вони взяті відносно одних і тих же осей. 

 

 

 

 

 

 



ТЕМАТИЧНЕ ОЦІНЮВАННЯ 

 

1. Які напруги виникають в похилих перерізах бруса при розтязі та  

стискові ? 

2. Чому дорівнює сума нормальних напруг в двох взаємно 

перпендикулчрних перерізах, що рзтягуються ? 

3. В чому суть закону парності дотичних напруг ? 

4. Які напруги називаються головним ? 

5. Який напружений стан матеріалу називається лінійним, плоским 

об'ємним ? 

6. Перелічити та дати визначення окремих геометричних характеристик 

поперечних перерізів бруса. 

7. Як найбільш раціонально визначити координати центра ваги складної 

плоскої фігури ? 

8. Як змінюються моменти інерції перерізу в разі паралельного перенесення 

осей ? 

9. Що розуміють під головними осями інерції ?  


