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21.09.2022 

Група 32 

Математика (геометрія) 

Урок 7-8 

Тема уроку. Розв’язування вправ  

Мета уроку: формування понять кута між векторами, скалярного добутку 

векторів. Формування вмінь учнів застосовувати вивчений 

матеріал до розв'язування задач.  

 

Матеріали до уроку: 

Скалярний добуток векторів 

Скалярним добутком векторів а (аx; аy; аz) ∙ b (bx; by; bz)  називається число 

(скаляр) а  · b  = аx · bx + аy · by + аz · bz. 

 

Із означення скалярного добутку двох векторів а  і b  

випливають його властивості. 

1) а  · b  = b  ∙ а . 

2) ( а  + b ) · c  = а  ∙ c  + b ∙ c . 

3) Скалярний добуток векторів а  і b  дорівнює добутку їх абсолютних величин 

на косинус кута між ними: а  ∙ b  = а  · b  cos φ (рис. 297). 

 

Д о в е д е н н я  

Від точки О відкладемо вектор OВ = b  (рис. 298) і 

ОА = а . Виберемо декартову систему координат так, 

щоб точка О була початком координат, пряма ОА 

збіглася з віссю у, вісь z була б перпендикулярна до пря-

мої ОА і знаходилася в площині ОАВ, вісь х 

перпендикулярна до площини уz. Визначимо координати 

векторів а  і b : 

А(0; | а | ; 0); B(0; |b | cos φ; |b | sin φ); а (0; |а |; 0); b (0; |b | cos φ; |b | sin φ). 

Знайдемо скалярний добуток: 

а  · b  = 0 · 0 + | а | · |b | cos φ + 0 · |b | sin φ = |а | · |b | cos φ. 

 

Наслідки із властивості 3: 

1)  
ba

ba
сos




  

2) Два відмінні від нуля вектори а  і b  перпендикулярні тоді і тільки тоді, 

коли їх скалярний добуток дорівнює нулю. 

 

Дійсно, якщо а  · b  = 0, то  а  · b  · cos φ = 0 , cos φ = 0, φ = 
2


, і навпаки, 

якщо φ = 0 , то а  · b  = а  · b  · cos φ = а  · b  · 0 = 0. 
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Приклад 1. 

Дано вектори a(3;-6;2) і b(8;4;5). Знайти скалярний добуток a•b. 

Розв'язування: Скалярний добуток двох векторів a(ax;ay;az) і b(bx;by;bz), заданих 

своїми координатами, обчислюється за формулою: 

. 

Для векторів a(3;-6;2) і b(8;4;5) отримаємо: 

a•b=3•8-6•4+2•5=24-24+10=10. 

 

Приклад 2. 

Дано вектори a і b такі, що |a|=1, |b|=2, |a+b|=3. Знайти скалярний добуток 

векторів a і b та кут між ними. 

Розв'язування: Такого типу завдання розв'язують методом складання рівняння. 

За означенням модуля суми |a+b| і скалярного 

добутку a•b векторів a і b розв'язуємо 

 
Звідси a•b=2 – скалярний добуток векторів a і b. 

Розпишемо тепер a•b через добуток модулів векторів на косинус кута між ними 

 
звідси виражаємо cos(φ)=1. 

Косинус рівний одиниці, тому робимо висновок, що 

φ=0 – кут між векторами a і b. 

 
З рисунку можемо отримати висновок: 

якщо кут між векторами рівний нулю φ=0, то |a|+|b|=|a+b|=3. 

Відповідь: 2  

 

Приклад 3 

 a(4;-2;-4), b(6;-3;2). Обчислити (2a-3b)(a-2b). 

Розв'язування: Знайдемо модуль (довжину) вектора a(4;-2;-4): 

 
Знайдемо модуль (довжину) вектора b(6;-3;2): 
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Знайдемо скалярний добуток векторів a і b: 

 
отримали a•b=22. 

Обчислимо заданий вираз, який містить в собі скалярний добуток і довжини 

заданих векторів a і b: 

 
Відповідь: 212. 

  

Приклад 4. 

 Відомо, що |x|=3, |y|=6, φ=60, де φ – кут між векторами x і y. 

 
Знайти: 

1) x•(x+y); 

2) √7|x+y|. 

Розв'язування: Знайдемо скалярний добуток векторів x і y: 

 
він рівний x•y=9. 

Обчислимо задані вирази, які містять в собі скалярний добуток і довжини 

заданих векторів x і y: 

1)  

2)  

Обчислення не складні, а самі формули легко читати. 

Відповідь: 18; 21. 

 

Приклад 5. Чи перпендикулярні вектори? 

1. a(-2;3;0), b(6;4;-11); 

2. c(-8;5), d(1;7). 

Розв'язання:Обчислюємо скалярний добуток векторів a,b: 

a•b=-2•6+3•4+0•(-11)=0. 

Вектори перпендикулярні a⊥b, оскільки їх скалярний добуток рівний нулю. 
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Перевіримо другу пару векторів, обчислимо скалярний добуток 

c•d=-8•1+5•7=27. 

Робимо висновок, що вектори c,d не перпендикулярні, оскільки ознака 

перпендикулярності не виконується 

c•d=27≠0. 

 

Приклад 6 При якому значенні x вектори a(2;x) і b(-4;10) перпендикулярні? 

Розв'язування: Вектори a(2;x) і b(-4;10) будуть перпендикулярними (a⊥b), якщо 

їх скалярний добуток дорівнюватиме нулю: 

a•b=0. 

З умови перпендикулярності a•b=2•(-4)+x•10=0 обчислюємо параметр x: 

-8+10x=0, 

10x=8, 

x=8:10=0,8. 

 

Приклад 7.  

Знайти кут між векторами a(1;0;-1) і b(0;-1;1). 

 
Розв'язування: Кут φ між векторами a і b знайдемо за формулою: 

 
Обчислимо скалярний добуток векторів: 

a•b=1•0+0•(-1)+(-1) •1=-1. 

 

Визначимо довжину (модуль) векторів a,b: 

 
Знайдемо косинус кута φ між векторами a і b: 

 
Визначимо кут φ між векторами через арккосинус: 

 
Отримали тупий кут в 120 градусів. 

Відповідь: 1200 

 

Домашнє завдання: 

Розв'язати задачі 
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1. Знайдіть а  · b , якщо а  = 5, b  = 4, а кут між векторами дорівнює 120°.                            

2. Ребро куба дорівнює 4 (рис. 299). Знайдіть АВ  · CD . 

     

 

3. Чи перпендикулярні вектори а (2; 3; 6) і b (3; 2; -1)?  

4. При якому значенні т вектори а (6; 0; 12) і b (-8; 13; m) перпендикулярні?  

5. Знайдіть кут між векторами а (1; 1; 0) і b (1; 0; 1).  

6. Знайдіть cos ABC, якщо А(1; -3; 4), В(2; -2; 6), С(3; 1; 3). 

 

 

Зворотній зв'язок: 

Email: vitasergiivna1992@gmail.com  
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